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A graph is called edge- (vertex-) primitive if the group of automorphisms 
acts as a primitive permutation group on the set of edges (vertices). It is shown 
that there are only four edge-primitive trivalent graphs. Three are bipartite 
cages; the fourth, with 102 vertices, is also vertex-primitive. 
1. EINLEITUNC 
In dieser Arbeit wird der folgende Satz bewiesen: 
HAUPTSATZ. Die einzigen kantenprimitiven Graphen dritten Grades sind 
die 4-, 6- und 8-K$ge und ein weiterer Graph G,, mit q,(G,,) = 102 und 
A(GJ g PSL(2, 17). G,, ist als einziger davon such eckenprimitiv. 
Nur endliche ungerichtete Graphen ohne Schlingen und mehrfache 
Kanten kommen in Betracht. Ein Graph G heiI3t kanten- bzw. ecken- 
primitiv, wenn die Automorphismengruppe A(G) als primitive Permu- 
tationsgruppe auf der Kantenmenge K(G) bzw. auf der Eckenmenge E(G) 
operiert. 
Die Taillenweite y(G) eines Graphen G ist die Lange des ktirzesten 
Kreises, den G enthalt. (Die Taillenweite eines Waldes bleibt undefiniert.) 
Ein graph G vom Grad drei heil3e m-Kafig, wenn y(G) = m und die 
Eckenzahl or,(G) minimal unter dieser Bedingung ist. m-Kafige fur 
m = 4, 6, 8 u.a. sind bekannt; sie sind eindeutig bestimmt und haben 
Eckenzahl 6, 14, 30 (vgl. [lo, S. 72 ff]). Da diese drei Graphen paar sind, 
sind sie nicht eckenprimitiv. 
Der Graph G,, wird in dem sechsten Abschnitt beschrieben. Vorerst 
erwahnen wir nur, da13 im Laufe der Konstruktion von G,, gezeigt wird, 
da13 es sogar fur jede Primzahl p mit p = -fl (mod 16) genau einen 
eckenprimitiven Graphen G, mit c+,(G) = p(p2 - 1)/48 und A(G,) E 
PSL(2,p) gibt. (Vergleiche hierzu [13, S. 2371. In [ll] steht, dal3 es 
269 
Copyright 0 1973 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
270 WEISS 
abgesehen von dieser Familie nur vier weitere eckenprimitive Graphen 
vom Grad drei gibt.) Der Graph G1, wie such die anderen kanten- 
primitiven Graphen sind als abstandstransitive Graphen bekannt [I]. 
Fur die Definition und Einzelheiten tiber die Gruppen PSL(n, q) siehe 
etwa [3, S. 177 ff]. 
Wir erinnern folgende Tatsachen: Eine Permutationsgruppe H einer 
endlichen Menge M hei& imprimitiv, wenn die Menge M sich in element- 
fremde Bliicke MI, Mz ,..., M,, C M (1 < II < 1 M I) aufteilen Ia&, so 
dal3 fur beliebiges (T E H o(Mi) C Mj aus x E Mi und U(X) E Mj folgt. 
H heil3t primitiv, wenn H nicht imprimitiv ist. 1st H nicht transitiv, so 
lassen sich die Orbits als Blocke auffassen; eine primitive Permutations- 
gruppe ist also insbesondere transitiv. 1st H transitiv aber imprimitiv, so 
sind alle Bliicke gleich grol3. Der Stabilisator eines Elements x E M ist die 
Untergruppe H, = (0 E H I g(x) = x}. Sei K I Hz eine echt umfassende 
Untergruppe des Stabilisators eines Elements x vom Index [H : K] = 
n > 1; wir wahlen ein Reprasentantensystem u1 , (TV ,..., u, der Links- 
nebenklassen von K. Die Menge M la& sich dann in BlGcke MI ,..., M, 
aufteilen, wobei Mi = {aiu(x) 1 u E K} ist (1 < i < n). 1st H anderer- 
seits transitiv aber imprimitiv mit Blbcken MI ,..., M, so ist 
K = {u E H 1 a(M,) C MI} > H, eine Untergruppe mit [H : K] = n > 1 
und [K : Hz] = 1 MI 1 > 1. Wir schliel3en also, da13 eine transitive 
Permutationsgruppe genau dann primitiv ist, wenn der Stabilisator H, 
eines Elements x E M maximale Untergruppe ist. 
Sei nun G ein Graph mit der Eckenmenge E(G) und Kantenmenge K(G). 
Fur x E E(G) sei T(x) C E(G) die Menge der mit x verbundenen Ecken. 
1st x E T(y), so schreiben wir {x, JJ} fur die (ungerichtete) Kante, die x und y 
verbindet. Fur k = {x, y} E K(G) sei T(k) = T(x) U T(y) - {x} - {y}. Es 
sind q,(G) = 1 E(G)1 und q(G) = 1 K(G)I. 1st G regular vom Grad drei, 
so ist 3a,(G) = 2a,(G). Demnach ist two(G) eine gerade Zahl; sei etwa 
a,(G) = 2n. Es folgt a,(G) = 3n. Der Buchstabe n behdlt diese Bedeutung 
durch die ganze Arbeit hindurch. 
Ein s-Weg Wist eine Folge von s + 1 verschiedenen Ecken m, , m, ,..., m, 
mit mi E T(mi+& fur 0 < i < s - 1. Wir schreiben W = (m, , m, ,..., m& 
der s-Weg W ist gerichtet. Ein Graph dritten Grades heil3t s-transitiv, 
wenn es fiir zwei beliebige s-Wege W = (m, , m, ,..., ms) und W’ = 
Cm,‘, ml’,..., m,’ ) ein Element u E A(G) mit a(W) = W’, d.h. u(mJ = mi’ 
fur 0 < i < s, gibt. 1st fiir beliebige s-Wege W und W’ das Element u mit 
u(W) = w’ eindeutig bestimmt, so heil3t G s-regular. Tutte zeigte ([9, IO]): 
SATZ 1 .l. Jeder l-transitive Graph dritten Grades ist s-regukr mit 
1 <s,(s. 
Es folgt unmittelbar aus der Definition des Begriffes s-Regular&it: 
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SATZ 1.2. Es sei G ein s-regullirer Graph dritten Grades. Ist H, C A(G) 
bzw. Hk C A(G) der Stabilisator einer Ecke e bzw. einer Kante k, so ist 
o(H,) = 3 * 2$-l bzw. o(Hk) = 2” und damit o(A(G)) = 3 * 2+l * a,(G) = 
3 * 2” . n. 
Wir folgern gleich den: 
SATZ 1.3. Ist G ein s-reguliirer kantenprimitiver Graph vom Grad drei 
mit q,(G) = 2n, so ist n eine ungerade Zahl. 
Beweis. 1st n gerade, so ist der Stabilisator HI, einer Kante k in einer 
2-Sylow-Gruppe echt enthalten. Hk ist also nicht maximal und damit ist G 
nicht kantenprimitiv. 
Das folgende Ergebnis befindet sich in [4]: 
SATZ 1.4. Ist G zusammenhlngend und I-transitiv, so wird die Auto- 
morphismengruppe A(G) vom Stabilisator H, einer Ecke e und einem 
beliebigen Element u E A(G) mit a(e) E T(e) erzeugt. 
Auch bekannt ([lo]) ist: 
SATZ 1.5. Ist G ein s-regullirer Graph dritten Grades, so ist 2(s - 1) 9 
y(G). Ist y(G) = 2(s - 1) f?r s = 3,4 bzw. 5, so ist G der 4-, 6- bzw. 
8-K@?g. 
Diese Arbeit ist in sieben Abschnitte geteilt. Im zweiten wird gezeigt, 
da13 ein kantenprimitiver Graph G I-transitiv ist, damit wir den Satz 1.1 
anwenden kbnnen; in den weiteren Abschnitten werden die ftinf Falle 
s = 1, 2,..., 5 nacheinander untersucht. In jedem Fall geht es zuerst 
darum, eine Darstelhmg der Gruppe A(G) als Permutationsgruppe zu 
finden, wobei der Stabilisator H, einer Ecke e aber nicht ganz A(G) aus 
lauter geraden Permutationen besteht, was allerdings im Fall s = 4 
nicht ganz gelingt. 
Es wird angenommen, dal3 alle in dieser Arbeit vorkommenden Graphen 
regular vom Grad drei sind, es sei denn, da13 anderes gesagt wird. Fur 
Elemente x, y E H und m E M, wobei H eine Permutationsgruppe der 
Menge M ist, sei xv = yxy-l sowie (xv)(m) = x(y(m)). 
2. ALLGEMEINE ERGEBNISSE 
Wir zeigen zungchst, dal3 jeder kantenprimitive Graph mindestens 
I-transitiv ist. Das folgende Resultat ist bekannt [lo, S. 59-601: 
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SATZ 2.1. Sei G ein ecken- und kantentransitiver Graph. Ist G regukir 
von ungeradem Grad, so ist G I-transitiv. 
Es geniigt also nur folgendes zu zeigen: 
SATZ 2.2. Jeder kantenprimitive Graph ohne isolierte Ecken ist ecken- 
transitiv. 
Beweis. Wir nehmen an, da13 G nicht eckentransitiv ist. Die Ecken- 
menge E(G) 1aBt sich dann in Bahnen B1 , B2 ,..., Bi mit 1 < I < 01~ 
aufteilen. Da G kantenprimitiv und ohne isolierte Ecken ist, laufen 
samtliche Kanten zwischen Ecken aus verschiedenen Bahnen und 1 = 2. 
G ist also ein paarer Graph. Fiir x E B, sei K, die Menge der Kanten, die 
in die Ecke x einlaufen. Da a(B,) = B1 fur jedes c E A(G) ist, permutiert 
die Gruppe A(G) die kantenfremden Mengen K&x E B1) untereinander, 
in Widerspruch zur Kantenprimitivitat. 
Aus den Satzen 2.1 und 2.2 ergibt sich dann: 
SATZ 2.3. Jeder kantenprimitive Graph vom Grad drei ist I-transitiv. 
Auf Grund des Satzes 1.1 reicht es also, die fi.inf Falle s = 1, 2,..., 5 zu 
betrachten. 
Wir brauchen such den 
SATZ 2.4. G sei ein ecken- und kantentransitiver, zusammenhangender 
Graph. Entluih A(G) eine Untergruppe N vom Index zwei, der den Stabili- 
sator H, einer Ecke e umfapt, so ist G ein paarer Graph. 
Beweis. Die Eckenmenge zerlegt sich in zwei BlGcke B1 und B, , wobei 
B1 und BZ die Orbits von N sind. Da G kantentransitiv und zusammen- 
hangend ist, laufen samtliche Kanten zwischen B1 und BZ , d.h. G ist ein 
paarer Graph. 
SchlieBlich miichten wir zeigen, daD der m-Kfifig fiir m = 4, 6 bzw. 8 
in der Tat kantenprimitiv ist. Daftir brauchen wir den: 
HILFSSATZ 2.5. 1st G I-transitiv und zusammenh&gend aber nicht 
kantenprimitiv, so laufen keine zwei Kanten aus demselben Kantenblock in 
dieselbe Ecke ein. 
Beweis. Sei K1 , K, ,..., Kt ein Blocksystem mit 1 > 1. Seien 1, 2, 3, 4 
Ecken mit T(1) = (2, 3,4} und {1,2}, (1, 3) E K1 . Wegen I-Transitivitat 
existiert ein Element (T E A(G) mit a(l) = 1 und a(3) = 4. Also ist 
entweder a(2) = 2 oder a(2) = 3; in beiden Fallen folgt a(K,) = K1 . 
Damit ist u{ 1, 3) = { 1,4} E K1 . Wegen Eckensymmetrie sind die drei 
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Kanten, die in eine beliebige Ecke zusammenlaufen, aus demselben Block. 
Da G zusammenhangend ist, ist jede Kante in Kr , in Widerspruch zu I > 1. 
HILFSSATZ 2.6. Ist G s-transitiv und zusammenhlingend aber nicht kanten- 
primitiv, so gehiiren keine zwei Kanten {mi , mi+l} und (mj , mj+l} aus einem 
s-Weg W = (m, , m2 ,..., m,) demselben Kantenblock an. 
Beweis. Sei Kl , K, ,..., Kl ein Blocksystem mit 1 > 1. Seien {mi , mi+l} 
und(mi,mj+,}~Krmitl ,<i<j<s-l.Seix~T(mj)mitx#n~j~, 
und x # n~+~ . Wegen s-Transitivitat existieren ein Element u E A(G) mit 
dmi , mi+, ,..., mj, mj+d = hi, nbl ,..., 4,x). 
Aus u{mi , mi+l> = (mi , mi+l} folgt a(Kl) = Kl . Damit ist o(mj , mi+l} = 
{mj , x} E Kl, in Widerspruch zum Satz 2.5. 
SATZ 2.7. Der m-KiiJig fiir m = 4, 6 bzw. 8 ist kantenprimitiv. 
Beweis. Der 4-, 6- bzw. 8-Kafig ist 3-, 4- bzw. 5-regular (Satz 1.5). 
Die Behauptung la& sich also beweisen, indem man nachprtift, da8 je zwei 
Kanten des m-K%figs (m = 4, 6 bzw. 8) gemeinsam auf einem s-Weg 
(s = 3, 4 bzw. 5) liegen. 
3. DER FALL s = 1 
SATZ 3.1. 1st G 1 -regal& und kantenprimitiv, so ist G ein paarer Graph. 
Beweis. Wir schreiben A = A(G). Wegen der S&e 1.2 und 1.3 ist 
o(A) = 6n mit n ungerade. 1st HI der Stabilisator einer Ecke 1, so ist 
H1 = (y) fur ein Element v E A mit v3 = 1. (Wir verwenden die Zahl 1 
such als Identitatselement der Gruppe A.) Sei 2 E T(1). Es gibt ein Element 
o E A mit a(l) = 2 und a(2) = 1. Da u2 den 1-Weg (1,2) in Ruhe la&, 
ist crz = 1. Wegen o(HJ = 3 fur jede Ecke x kann o also keine Ecken in 
Ruhe lassen. Als Eckenpermutation ist u damit Produkt von 01~/2 = n 
Transpositionen. Da n eine ungerade Zahl ist, ist (T eine ungerade 
Eckenpermutation. Wegen v = (~-l)~ ist F andererseits eine gerade 
Eckenpermutation. Die Untergruppe N der geraden Permutationen ist 
demnach ein Normalteiler vom Index zwei, der die Untergruppe H1 
umfal3t. Auf Grund des Satzes 2.4 ist G ein paarer Graph. 
SATZ 3.2. Es gibt keine l-regukiren kantenprimitiven Graphen. 
Beweis. Sei G kantenprimitiv mit s = 1. Fur jede Kante k = {x, y} 
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gibt es genau ein Element uK E A mit Us = y und a&) = x. Die 
Aquivalenzrelation 
zerlegt die Kantenmenge in Bliicke bzgl. A(G). Wegen Kantenprimitivitiit 
besteht jede Aquivalenzklasse aus nur einer Kante. Die Elemente aleI , ulca 
sind also verschieden fur verschiedene Kanten kI # k, . Da es 3n Kanten 
gibt, gibt es such 3n dieser Elemente; wir schreiben a, , u2 ,..., usn . 
G ist ein paarer Graph; seien BI und Bz die zwei Eckenblocke. Wir sagen, 
dag ein Element u E A eine Kante k = {x, JJ} dreht, wenn u(x) = y und 
u(y) = x sind. Da jedes Element (si eine Kante dreht, vertauscht CT~ die 
Blbcke I$ und B, (1 < i < 3n). Wegen o(H,) = 3 gibt es fur eine gegebene 
Ecke y htichstens drei Elemente ui mit ~~(1) = y. Wegen u#(B,) = Bz fur 
1 < i < 3n und 1 Bz ) = 7t gibt es fur die Ecke 2 E Bz genau drei Elemente 
ui , etwa ul , u2 , u3 , mit ~~(1) = 2; wegen ui2 = 1 ist dann u,(2) = 1 
(1 < i < 3). Es gibt also drei Elemente in A(G), die die Kante k drehen, 
in Widerspruch zur I-Regularitat. 
4. DER FALL s =2 
SAT2 4.1. 1st G 2-regulsir und kantenprimitiv, so ist G ein paarer Graph. 
Beweis. Auf Grund der S&e 1.2 und 1.3 ist o(A) = 12n und n unge- 
rade. Sei k = {I, 2) mit 3, 4 E T(1) und 5, 6 E T(2) (vgl. Figur 1). Es gibt 
ein Element u E A, das den 2-Weg (1,2, 5) in den 2-Weg (1,2,6) tiberfiihrt. 
Wegen o(2) = 2 ist u(6) = 5; wegen u2(1,2, 6) = (1,2, 6) ist dann 
u2 = 1. Ware u(3) = 3, so ware ~(3, 1,2) = (3, 1,2), in Widerspruch zur 
2-Regularitit. Die zyklische Zerlegung des Elements u als Ecken- 
permutation beginnt also u = (34)(56)... . Wegen 2-Regularitat werden 
die Elemente im Stabilisator Hk: der Kante k durch ihre Aktion auf die 
b c d e f h 
h 
FIGUR 1 
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sechs Ecken 1, 2,..., 6 bezeichnet; wir werden demnach einfach etwa 
0 = (34)(56) ohne die daraulfolgenden Punkte schreiben. Sei H1 der 
Stabilisator der Ecke 1. Wegen des Satzes 1.2 ist o(H,) = 6. Es ist also 
HI = (v, a), wobei 9) die Ordnung drei hat. 
Das Element 0 = Us ist wegen 2-Regularitat das einzige Element 
uk # 1 mit ‘~~(1) = 1 und a,(2) = 2. Wegen Kantenprimitivitat miissen 
die Klassen der Aquivalenzrelation 
aus nur einer Kante bestehen. Die Elemente ukl , uk sind also verschieden 
fur verschiedene Kanten k, # k, . 1st ~~(1’) = 1’ f?,ir eine Ecke l’, so ist 
~~(2’) = 2’ fur eine Ecke 2’ E T(l’) wegen ok2 = 1. Es ist also Us = uh’ 
fur k’ = {l’, 2’); daraus folgt k = k’. uk la& also nur die zwei Ecken 1 
und 2 in Ruhe. 
Es gibt ein Element [ E A, das den 2-Weg (3, 1,2) in den 2-Weg (6,2, 1) 
iiberftihrt. Es ist entweder 5 = (12)(36)(45) und damit I2 = 1 oder 
5 = (12)(3645) und damit 4” = 1; auf jeden Fall ist G = (H1 ,t) wegen 
des Satzes 1.4. 
Sei zunachst 5 = (12)(36)(45). Nehmen wir an, da13 5 = Us’ fur eine 
Kante k’ = (l’, 2’) ist. Dann ist (T,~(~‘) = u; = @ = 6 = uk’ und also 
uk(k’) = k’. Damit sind uk und ulc’ E Hk n Hp . Wegen des Satzes 1.2 ist 
o(H,) = o(Hg) = 4. Da (uk , uk,) = ((34)(56), (12)(35)(46)) die Ordnung 
vier hat, ist also Hk = (a, , a,,) = Hk, . Demnach bestehen die Klassen 
der Aquivalenzrelation 
k = k’ u Hk = Hk, 
aus mehr als einer Kante, in Widerspruch zur Kantenprimitivitat. Wir 
schlieBen, daB [ = uk’ fur keine Kante k’. Wegen 5” = 1 la& .$ also keine 
Ecken in Ruhe. Als Eckenpermutation ist .$ also Produkt von 01~/2 = n 
Transpositionen und also ungerade. Folglich bilden die geraden Permu- 
tationen einen Normalteiler N vom Index zwei. Da u genau zwei Ecken in 
Ruhe Ial%, ist u Produkt von (a0 - 2)/2 = n - 1 Transpositionen und 
also gerade. Wegen v3 = 1 ist y wie immer gerade. Also ist 
HI = (a, 9) _C N und G ein paarer Graph (Satz 2.4). 
Es bleibt der Fall 5 = (12)(3645). Damit ist E2 = (34)(56) = cr, so da13 
HI = (a, v) = (p, v-“) von Quadraten erzeugt wird. Wie zuvor la& 
u = 5” nur die zwei Ecken 1 und 2 in Ruhe. c ist also als Eckenpermutation 
Produkt von einer Transposition und (01~ - 2)/4 = (n - 1)/2 4-Zykeln 
(d.h. Zykeln der Lange vier). 1st x: A -+ Z/2Z die entsprechende Charakter, 
so ist x(t) = 1 + (n - I)/2 (mod 2). 1st n = 1 (mod 4), so ist [ eine 
ungerade Eckenpermutation. Die Untergruppe N der geraden Permu- 
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tationen ist also Normalteiler von Index zwei. Da H1 von Quadraten 
erzeugt wird, ist HI C N und G ein paarer Graph. 
1st andererseits n = 3 (mod 4), so ist .$ gerade. Wegen A = (HI , 6) 
(Satz 1.4) ist A = N. Es niitzt also nicht, weiter nach einem ungeraden 
Element zu suchen; wir miissen eine neue Darstellung finden: Wir 
betrachten A als Permutationsgruppe der 6n I-Wege. Da u nur die zwei 
Ecken 1 und 2 in Ruhe lgDt, l%Bt 0 nur die zwei I-Wege (1, 2) und (2, 1) 
in Ruhe. Wegen u = 4” ist 4 also Produkt von einer Transposition und 
(6~ - 2)/4 = (3~ - 1)/2 4-Zykeln. Ist x die entsprechende Charakter, so 
ist ~(4) = 1 + (3~ - 1)/2 (mod 2). Wegen n = 3 (mod 4) ist t als Permu- 
tation der 1-Wege ungerade. Wie zuvor ist G dann ein paarer Graph. 
SATZ 4.2. Es gibt keine 2-regultiren kantenprimitiven Graphen. 
Beweis. Es ist entweder 5 = (12)(3645) oder [ = (12)(36)(45). Sei 
zungchst t = (12)(3645). Wegen 4” = g’L 11Bt [ nur die eine Kante k in 
Ruhe. Es gibt also 6n Elemente 6 = t1 , .!pl = t2 ,[, ,..., ten der Ordnung 
vier, die eine Kante drehen. 
G ist ein paarer Graph; seien Bl und Bz die zwei EckenblGcke. Da das 
Element ti eine Kante dreht, vertauscht ti die BlGcke Bl und B, 
(1 < i < 6n). Es sei 1 E B, . 1st ti(l) = tj(l) = y E E(G), so ist &‘tj E HI 
(1 < i, j < 6n). Wegen o(H,) = 6 gibt es fiir eine gegebene Ecke y 
hSchstens sechs Elemente li mit ti(l) = y. Da ti(B,) = B, (1 ,< i < 6n) 
und j B 1 = n sind und es 6n verschiedene Elemente ti gibt, gibt es fiir 
jede Ecke y E B, genau sechs Elemente ti mit t<(l) = y. Da es nur zwei 
Elemente gibt, die die Kante k = (1, 2) drehen, gibt es ein Element ti mit 
&(l) = 2 und t,(2) # 1. Die Reihe (1, 2, ti(2), fi2(2),...) ist dann ein 
geschlossener Weg; wegen ti4 = 1 ist die LBnge des Weges vier. Damit ist 
y(G) < 4. Da G ein paarer Graph ist, kommt y(G) = 3 nicht in Frage; es 
ist y(G) = 4. 
Sei R, = {x E E(G) I d(1, X) = m} fiir m = 0, 1, 2 ,... . (L&X, y) ist die 
Entfernung zwischen zwei Ecken x und y.) Eine Ecke x E R, mit m > 0 
habe Typ (a% , 6, , c,), wenn I T(x) n R,-l I = a,, I T(x) n R, I = b, 
und / T(x) n Rnztl j = c, sind. Demnach ist a, + 6, + c5 = 3. Wegen 
2-Regularitgt haben die Elemente in R, alle denselben Typ. Wegen 
y(G) = 4 ist a, 3 2 fiir x E R, . 1st a, = 3, so ist 1 Rz 1 = 2 und damit 
a,(G) = 6. G ist also der 4-Kgfig und nicht 2- sondern 3-regulgr (Satz 1.5), 
was ohne weiteres nachzupriifen wgre. Sei also a, = 2 und damit I R, I = 3. 
Wegen 2-Regularitgt liegen irgend zwei Ecken x und y mit d(x, y) < 2 auf 
einem geschlossenen 4-Weg. Es folgt a, > 2 fiir jede Ecke x E R, mit 
m 3 2. Demnach ist ( R, 1 < 1 und also q,(G) = 8. Wegen des Satzes 1.3 
ist G dann doch nicht kantenprimitiv. Es w%re i.ibrigens ohne weiteres 
nachzuprtifen, daB G der Wiirfel ist. y(G) = 4 ist also nicht miiglich. 
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IX,(G) = 30; damit ist aber G der 8-KBfig und also nicht 4-regulgr 
(Satz 1.5). 1st a, = 2 und b, = 1, so ist 1 R4 1 = 12, c+,(G) = 34 und 
y1 = 17, in Widerspruch zu n 3 3 (mod 4). Es ist also a, = 2, b, = 0, 
c, = 1 und 1 R, 1 = 12. Wegen 4-Regularitgt liegen je zwei Ecken x und y 
mit d(x, y) < 4 auf einem Kreis der Lgnge acht. Es ist also a, 3 2 fiir jede 
Ecke x E R, mit m > 4. Es folgt 4 < 1 R, 1 < 6, / R, I < 3, 1 R, / < 1 
und I R, 1 = 0; damit ist 38 < q,(G) < 44. Wegen 12 = 3 (mod 4) 
kommt nur II = 19 in Frage. 1st n = 19, so ist o(A) = 3 * 16 * 19; wegen 
Sylows S%tze enthglt A einen Normalteiler N der Ordnung 19. Wegen 
I K(G)1 = 57 operiert die Untergruppe Nintransitiv auf der Kantenmenge, 
in Widerspruch zur Kantenprimitivitlt. 
Damit ist der Satz 6.3 bewiesen. 
7. DER FALL s = 5 
SATZ 7.1. Ist G 5-reguliir und kantenprimitiv, so ist G ein paarer Graph. 
Beweis. Dieses Ma1 ist o(A) = 96n. Es gibt nun ein Element q , das 
den 5-Weg (a, 3, 1, 2, 6, h) in den 5-Weg (a, 3, 1, 2, 6, g) iiberfiihrt. Es ist 
a,(e) = f, da sonst q(e, 5, 2, 1, 3, a) = (e, 5, 2, 1, 3, a) w%re. Dann ist 
entweder o, = (gh)(ef)(cd) oder q = (gh)(ef). Sei zungchst q = 
(gh)(ef)(cd). Es gibt ein Element /3 bzw. [, das (a, 3, 1, 4, d) in (d, 4, 1, 3, a) 
bzw. (a, 3, 1,2, 6, h) in (h, 6,2, 1, 3, a) iiberfiihrt. Damit sind /? = 
(34)(ud)(bc) . . . und entweder 5 = (ah)(bg)(36)(12)(45)(ed)(cf) oder 5 = 
(ah)(bg)(36)(12)(45)(ec)(df). Auf jeden Fall ist 01 = ul(uluB)~ = (cd) # 1 
aber ol(a, 3, 1, 2, 6, h) = (a, 3, 1, 2, 6, h), ein Widerspruch. Es folgt also 
ul = (gh)(ef). Sei u2 = ulc = (ab)(cd). Da u1 keinen 5-Weg in Ruhe 
IgIJt, ist u,(x) j; x fiir jede Ecke x mit d(1, x) = 3. Sei 19 ein beliebiges 
Element mit e(l) = 5; es ist dann entweder ulo = (gh)(34)(uc)(bd) oder 
u1 TV = (gh)(34)(ud)(bc). Wegen (gh)(34)(uc)(bd) u2 = ( gh)(34)(ud)(bc) sind 
beide Elemente in A(G) vorhanden. Indem wir evtl. die Eckennamen a 
und b vertauschen, kijnnen wir u1 = (gh)(34)(ac)(bd) annehmen. Wir 
weisen darauf hin, dal3 u, das einzige Element mit u1 # 1 und ul(x) = x 
fiir jede Ecke x mit d(1, x) < 2 ist; dadurch ist (TV der Ecke 1 zugeordnet. 
Sei deswegen u5 = qe. Analog existiert u3 = (56)(eg)(fh)(cd). Da die 
Elemente a, , u2 , a3 , und ug eine Untergruppe der Ordnung 16 erzeugen 
(vgl. Tabelle 7.1), ist H1 = <a1 , u2 , u3 , u5 , v), wobei 9) ein Element der 
Ordnung drei ist. 
Sei u’k = u1u2 = (ub)(cd)(ef)(gh). u& ist das einzige Element mit ok # 1, 
u,(x) = x ffir jede Ecke x E R,(k) und uk(x) # x fiir jede Ecke x E R,(k); 
wegen Kantenprimitivitgt sind die Elemente uk, , uk verschieden fiir 2 
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damn 1 E Bl und 2 E B, sind. Wegen q(2) = 2 ist cl(B,) = B, . 1st 
( Be 1 = m eine gerade Zahl, so mu13 q eine zweite Ecke x E B, in Ruhe 
lassen, da q die Ordnung zwei hat. Es ist dann x E T(i,) fur ein 
j (1 < j < m). Es laufen also mindestens zwei Kanten zwischen Bl und B, . 
Wegen Kantenprimitivitat mtissen also alle Kanten zwischen B1 und B, 
laufen, in Widerspruch zu m < n. m ist also eine ungerade Zahl. 
Wir betrachten A(G) als Permutationsgruppe der 6n 1-Wege. Da 
o, 6m I-Wege in Ruhe la& ist q Produkt von (6n - 6m)/2 = 3(n - m) 
Transpositionen und damit gerade. Wegen u2 = ol’ und q~ = q+ besteht 
also ganz HI = (ul , u2 , q~) aus lauter geraden Permutationen. Wenn nur 
..$ keine Ecken in Ruhe la&, so ist [ Produkt von 6n/2 = 3n Trans- 
positionen und also ungerade; wie zuvor ist dann G ein paarer Graph. 
La& aber 5 eine Ecke in Ruhe, so ist entweder 5 = crk’ fur eine Kante k’ 
oder 6 = crI’ fur eine Ecke 1’. 
1. Fall. t= ul~. Sei < = tul = (12)(3645). Wegen [ = ul’ ist f zu 
a, konjugiert. 5 muf3 also beziiglich einer beliebigen Darstellung der 
Gruppe A als Permutationsgruppe gerade sein. Wegen C2 = CJ~ ist 5 als 
Eckenpermutation bzw. Permutation der 1-Wege Produkt von einer 
Transposition und (2n - 2)/4 = (n - 1)/2 bzw. (6n - 2)/4 = (3n - 1)/2 
4-Zykeln. 5 ist also entweder als Eckenpermutation oder als Permutation 
der 1 -Wege ungerade. Widerspruch. 
2. Fall. 4 = ok’ . Es gibt genau zwei Elemente der Ordnung zwei, die 
die Kante k drehen, namlich 4 = (12)(36)(45) und e = (12)(35)(46). 
Dreht das Element .$ d Kanten, so gibt es in A insgesamt 2&,/d = 6n/d 
verschiedene Elemente der Ordnung zwei, die mindestens eine Kante 
drehen. Da die Elemente UK1 , ok, verschieden fur verschiedene Kanten 
k, # k, sind, gibt es in A insgesamt 01~ = 3n verschiedene Elemente (Tk’ 
und also 3n verschiedene Elemente der Ordnung zwei, die eine Kante 
drehen. Es folgt d = 2. Aus Us’ = 6 = @ = CT: = u~J~‘) folgt uk(kl) = k’. 
Da uk nur die Ecken 1 und 2 in Ruhe Ia&, dreht Us die Kante k’. ok dreht 
also die Kante k’ genau dann, wenn (Tk’ die Kante k dreht. Wir kon- 
struieren einen Graphen G mit Eckenmenge E(C?) gleich der Kantenmenge 
K(G) des Graphen G. Seien k und k’ in G verbunden, wenn das Element a$ 
die Kante k’ dreht. G ist dann ein regularer Graph zweiten Grades. Da 
a,(G) = or,(G) = 3n keine Primzahl ist, ist G nicht eckenprimitiv. Wegen 
A(G) _C A(G) ist damit G nicht kantenprimitiv. Widerspruch. 
SATZ 5.2. Der einzige kantenprimitive 3-reguliire Graph ist der 4-KiiJi. 
Beweis. Wegen des Satzes 1.5 reicht es zu zeigen, daD die Taillenweite 
y(G) < 4 ist. Wie zuvor la& das Element uI 4m Ecken in Ruhe. Als 
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Eckenpermutation ist (TV Produkt von (2n - 4m)/2 = n - 2m Trans- 
positionen und also ungerade (Satz 1.3). Sei wieder 5 = tul = (12)(3645). 
Wegen 5” = ulc Ial%% das Element 5 nur die eine Kante k in Ruhe. Damit 
gibt es 2or, = 6n verschiedene Elemente 5 = 5, , 5-l = c2 , &, ,..., Can der 
Ordnung vier, die eine Kante drehen. 
Sei NC A die Untergruppe der Elemente, die als Eckenpermutationen 
gerade sind. Da q E H1 ungerade ist, ist o(N n HI) = o(HJ2 = 6. 1st 
54) = C,(l) = Y E E(G), so ist @&. E HI (1 < i, j < 6n). Da tt und & 
als Eckenpermutationen beide Produkt von einer Transposition und 
(2n - 2)/4 = (n - 1)/2 4-Zykeln sind, ist 5;‘& E H1 n N. Es gibt damit 
fur eine gegebene Ecke y hiichstens sechs Elemente ci mit &(l) = y. 
G ist ein paarer Graph; seien wie zuvor B1 und B, die zwei Eckenblijcke 
mit 1 E B, . Wegen &(Bl) = B, und j B, 1 = n gibt es wie zuvor genau 
sechs Elemente [i mit &(l) = 2. Da es nur zwei Elemente <i gibt, die die 
Kante k = { 1,2} drehen, so gibt es ein Element [i mit [i(l) = 2 und 
c3(2) # 1. Wegen {i” = 1 ist damit y(G) = 4. 
6. DER FALL s = 4 
SATZ 6.1. Es existiert genau ein 4-regullirer kantenprimitiver nicht- 
paarer Graph G,, . Es ist cq,(G,,) = 102 und A(G,,) g PSL(2, 17); G1, ist 
such eckenprimitiv. 
Beweis. Es ist o(A) = 48n; wir benutzen alle 14 Ecken in Figur 1, urn 
die Elemente in Hk zu bezeichnen. Wegen des Satzes 1.5 ist y(G) >, 6, so 
da13 diese Ecken wirklich voneinander verschieden sind. 
Es gibt nun ein Element u1 E A(G), das den 4-Weg (a, 3, 1, 2, 5) in den 
4-Weg (b, 3, 1, 2, 5) iiberftihrt. Ware q(c) = c, so ware q(c, 4, 1,2, 5) = 
(c, 4, 1,2, 5), in Widerspruch zur 4-Regularitat. Es folgt q(c) = d und 
gleichfalls q(e) = f und q(g) = h, so da13 u1 = (ab)(cd)(ef)(gh) und 
damit u12 = 1 ist. u1 ist dann das einzige Element mit q(x) = x fur jede 
Ecke x E T(k) und a, # 1. Wir schreiben also u1 = uk . Wegen Kanten- 
primitivitat sind die Elemente ukl , uk verschieden fur verschiedene 
Kanten kl # k2 . 
2 
Sei nun cr2 = ok’ E Hk mit k’ = (1, 4). Es ist entweder u2 = 
(56)(ab)(eg)cfh) oder u2 = (56)(ab)(eh)(fg); wir kiinnen aber u2 = 
(56)(ab)(eg)(fh) annehmen, indem wir evtl. die Eckennamen e und f 
vertauschen. 1st a, = ulc’ E Hk fur k’ = (1, 3}, so ist entweder a, = 
(56WWWk) d o er a, = (M)(cd)(eg)(fh). Im zweiten Fall ist aber 
u2ua = (ab)(cd) # 1 aber u&a, 5, 2, 6, h) = (e, 5,2,6, h), in Wider- 
spruch zur 4-Regularitit. Es ist also a, = (56)(cd)(eh)cfg) und damit 
a, = u,u, . 
280 WEISS 
1st a, = nk’ mit k’ = (2, 6}, so ist entweder up = (34)(ac)(bd)(ef) oder 
uq = (34)(ud)(bc)(ef). Wir k&men uq = (34)(ac)(bd)(ef) annehmen, indem 
wir evtl. die Eckennamen a und b vertauschen. Wie zuvor folgt jetzt 
ug = (34)(ad)(bc)(gh) fur ug = uk’ mit k’ = (2, 5). Sei 
H,’ = (a E A 1 u(l) = 1, u(2) = 2). 
Wegen 4-Regularitat ist o(H,‘) = 8; es folgt Hk’ = (q , u2 , a&. Wir 
fassen die Elemente der Untergruppe H,’ in der Tabelle I zusammen. 
Wir bemerken, da13 jedes Element der Ordnung zwei in H,’ zu ag konjugiert 
ist. 
TABELLE I. Hk’ 
(1) o4 = W)W(bdW) 
u1 = WNcdW)W us = WW)W@-d 
oa = @XWegXfh) uB = (34)(56)(adbc)(egfh) 
o3 = ~5~W)(ehXfg) 0, = (34)(56)(acbd)(ehfg) 
Es ist u, = u5u2 und a, = u,~. Da u2 bzw. u4 zu u1 konjugiert ist, ist 
such u2 bzw. u4 das Quadrat eines Elements in A. Wegen HI = (H,‘, y) 
mit v = q~-~ ist die Untergruppe HI von Quadraten erzeugt, so da13 HI 
beztiglich einer beliebigen Darstellung der Gruppe A als Permutations- 
gruppe aus lauter geraden Permutationen besteht. 
Hat u E HI die Ordnung zwei, so ist U(X) = x fur x = 2, 3 oder 4; 
sei etwa u(2) = 2, so dalj u E H,’ ist. Damit ist u zu ule konjugiert, so dal3 
{u E HI 1 u2 = 1, u # l} = {uk, 1 d(k’, 1) < l} ist. Aus ule E HI* folgt also 
d(k, 1’) < 1, da ule # ap ftir k # k’ ist. Demnach 1aBt uk nur die sechs 
Ecken 1, 2 ,..., 6 in Ruhe. 
Wegen Us = a,2 ist a, als Eckenpermutation der Produkt zweier 
Transpositionen und (2n - 6)/4 = (n - 3)/2 4-Zykeln. 1st x die ent- 
sprechende Charakter, so ist x(q) = 2 + (n - 3)/2 (mod 2). Da HI aus 
lauter geraden Permutationen besteht, folgt n = 3 (mod 4). 
Es gibt nun ein Element [, das den 4-Weg (3, 1,2,6, h) in den 4-Weg 
(6, 2, 1, 3, a) tiberftihrt; es ist entweder .$ = (12)(36)(45)(uh)(bg)(ce)(#), 
5 = (12)(36)(45)(uh)(bg)(cf)(de), [ = (12)(36)(45)(ugbh)(cedf) oder e = 
(12>(36>(45)tagb~>(~~e). 
1. Full. <” # 1. Wegen ak = c2 ist 5 als Eckenpermutation Produkt 
von drei Transpositionen und (2n - 6)/4 = (n - 3)/2 4-Zykeln. 1st x die 
entsprechende Charakter, so ist ~(6) = 3 + (n - 3)/2 (mod 2). Wegen 
IZ = 3 (mod 4) ist E eine ungerade Eckenpermutation; damit ist G paar. 
Wir erwahnen, da13 6 = (12)(36)(45)(ugbh)(cfde) ist, da sonst das Element 
a,([~,)~ = (ub)(ca) den 4-Weg (e, 5, 2, 6, g) in Ruhe Ia&. 
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2. Full. 5” = 1. Ware 6 = (12)(36)(45)(ah)(bg)(cf)(de), so lieBe das 
Element u,(.$u~)~ = (ef)(gh) den 4-Weg (a, 3, 1, 4, c) in Ruhe. Es ist also 
5 = (12)(36)(45)(ah)(bg)(ce)(df). LaiDt 4 keine Ecken in Ruhe, so ist 5 als 
Eckenpermutation Produkt von n Transposi tionen und also ungerade. Es 
bleibt die Moglichkeit tibrig, da13 t eine Ecke 1’ festsitzen Ia&. Da die 
Elemente der Ordnung zwei in H1, alle zu uR konjugiert sind, ist .$ = uk’ 
fur eine Kante k’. 
Die Menge der Elemente, die die Kante k drehen, ist H,‘.$. Wir 
schreiben diese acht Elemente mit f1 = .$ in der Tabelle II auf: 
TABELLE II. Hk 
II = (12)(36)(45)(ah)(bg)(ce)(df) 
t2 = (12)(36)(45)(ag)(bh)(cf)(de) 
& = (12)(35)(46)(ae)(bf)(cg)(dh) 
& = (12)(35)(46)(af)(be)(ch)(dg) 
5 = (12)(3546)(afdhbecg), 1;-‘, C5, 5’ 
Wegen [,c = 5, , tzt = E, und fz b = e, ist jedes Element der Ordnung 
zwei in Hk zu uk konjugiert. Da Hk 2-Sylow-Gruppe ist, ist damit jedes 
Element der Ordnung zwei in A(G) zu (TV konjugiert. Der Zentralisator 
eines beliebigen Elementes der Ordnung zwei in A(G) ist zu Hk konjugiert 
und insbesondere eine 2-Gruppe. A(G) heiBt damit im Sinne Suzukis eine 
(CIT)-Gruppe; das folgende Ergebnis steht uns dann zur Verfiigung 
(siehe [8, Theorem auf S. 426 und anschliel3ende Bemerkungen]): 
SATZ (Suzuki). Ist H eine einfache nichtabelsche (CIT)-Gruppe mit 
3 1 o(H), so ist H zu einer der folgenden Gruppen isomorph: 
(i) PSL(2, q), q eine Potenz von zwei, 
(ii) PSL(2, p), p eine Primzahl deer Form 2 f I, 
(iii) PSL(2, 9), 
(iv) PSL(3,4). 
Hier ist PSL(n, q) die unimodulare projektive Gruppe in n - 1 Unbe- 
stimmten i.iber dem K&-per mit q Elementen; fur Definitionen und 
Einzelheiten i.iber diese Gruppen siehe etwa [3, S. 177 ff]. Da die 2-Sylow- 
Gruppen von PSL(2,2y) abelsch sind, gibt es iiberhaupt keinen 4-regularen 
Graph G mit A(G) s PSL(2, 2y) (vgl. Tabelle I). Es sind o(PSL(2, q)) = 
q(q2 - 1)/2 fur q ungerade und 64 1 o(PSL(3,4)); wegen 16 1 o(A(G)) und 
32 {o@(G)) (Satz 1.3) kommt nun nur A(G) s PSL(2, 17) in Frage, 
vorausgesetzt, dal3 A(G) einfach ist. 
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Wir zeigen zunachst, da8 der Stabilisator HI einer Ecke eines 4-regularen 
Graphen zu S, , der symmetrischen Gruppe vom Grad vier, isomorph ist. 
Wegen 3 I o(HJ gibt es ein Element 9 = (234)... der Ordnung drei. Es ist 
1 wobei k’ = (1,3} ist, so da8 pOk # CP ist. Wegen qOk = 
$i4T.“$ ‘v-l ist also (v)“k # (q~). Auf Grund der Sylow-SBtze enthalt 
HI also vier Untergruppen der Ordnung drei und der Normalisator N 
einer dieser Untergruppen hat dann Ordnung sechs. HI enthalt keinen 
Normalteiler der Ordnung zwei (vgl. Tabelle I), so da13 N keine Unter- 
gruppe A4 # (1) enthalt, die Normalteiler in HI ist. Damit ist die 
Darstellung von HI als Permutationsgruppe der Linksnebenklassen von N 
treu und also HI E S, . 
Jetzt zeigen wir, da13 A(G) einfach ist. Sei (1) # NC A(G) ein Normal- 
teiler. Da A(G) auf K(G) primitiv operiert, mu13 N auf K(G) transitiv 
operieren; insbesondere ist 3n 1 o(N). Wegen 3 { [A(G): N] enthalt N jedes 
Element der Ordnung drei. Die Elemente der Ordnung drei in HI erzeugen 
eine Untergruppe der Ordnung 12; es folgt 2 1 o(N). Da HI von Elementen 
der Ordnung zwei erzeugt und A(G) = (HI , t) ist, erzeugen die Elemente 
der Ordnung zwei in A(G) ganz A(G). Es ist also N = A(G). 
A(G) ist also einfach and A(G) g PSL(2, 17) folgt. Anstatt den Satz 
von Suzuki anzuwenden, hatten wir such A(G) E PSL(2,17) auf Grund 
des Lemmas 10 in [7], der sich seinerseits auf [14] unterstiitzt, schliel3en 
kiinnen. Es ist hier such zu erwahnen, dal3 fur diesen SchluB tiefe Gruppen- 
theorie eigentlich nicht unumganglich ist; ein elementarer Beweis la& sich 
such angeben. Durch die Ergebnisse von Suzuki bzw. Sims und Wong 
wird der Beweis allerdings wesentlich kiirzer. 
Die Frage stellt sich jetzt, ob es in der Tat einen 4-regularen Graphen G 
mit A(G) E PSL(2, 17) gibt. Mit Rticksicht auf [13] betrachten wir eine 
beliebige Primzahl p mit p = & 1 (mod 16). Die Gruppe PSL(2, p) enthalt 
dann eine zu S, isomorphe maximale Untergruppe H [3, S. 2131. H enthalt 
nun eine Untergruppe M der Ordnung acht. Es existiert eine 2-Sylow- 
Gruppe K mit M C K, wegen p 2 & 1 (mod 16) ist o(M) < o(K). Da K 
2-Gruppe ist, existiert ein Element 5: E K mit 5 # M, MC = M und 
5” E MC H. Wegen N(M) n H = M ist 5 6 H. Da H maximal ist, ist 
PSL(2, p) = (H, 5) und N(H) = H. Wegen N(H) = H ist o(H n Hc) < 24. 
Wegen MC H n H’ ist o(H n Hr> = 8. Wir ftihren nun den folgenden 
Satz aus [4] an: 
SATZ (Miller). Sei L eine Gruppe, H C L eine Untergruppe und 5 E L ein 
Element mit 
(i) L = <H, 0, 
(ii) o(H)/o(H n Hq = m und 
(iii) 5” E H. 
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Sei G der Graph G mit E(G) = { gH 1 g E L), wobei zwei Ecken g,H, g,H 
genau dann verbunden sind, wenn Hg;‘g,H = HCH ist. Dann ist G ein 
zusammenhiingender I-transitiver Graph vom Grad m. Ist die DarsteIlung 
von L als Permutationsgruppe der Linksnebenklassen von H treu, so ist L 
sugar Untergruppe von A(G). 
Es existiert nun auf Grund des Satzes von Miller ein Graph G, 
vom Grad drei mit cq,(G,) = 1 PSL(2, p)1/24 = p(p2 - 1)/48 und 
PSL(2, p) C A(G,). G, ist 4-transitiv. 
Wir mijchten jetzt PSL(2, p) = A(G,) zeigen. Wegen des Satzes 1 .l ist 
G, sonst 5-regular und also [A(G,): PSL(2, p)] = 2. Insbesondere ist dann 
PSL(2, p) Normalteiler von A(G,). Geben wir der Ecke HE E(G,) den 
Namen 1. Wir zeigen im siebenten Abschnitt, da8 A(G,) wegen 5- 
Regularitat ein eindeutig bestimmtes Element u1 der Ordnung zwei enthalt 
mit (TV = x fur alle Ecken x mit d(1, x) < 2. q ist demnach im 
Zentrum des Stabilisators Hl 3_ H. Sei oi der von u1 durch Kon- 
jugation induzierte Automorphismus der Gruppe PSL(2,p). 1st QO = 
{u E A(G,) 1 o(l) = x>, wobei x eine beliebige Ecke gH E E(G,) ist, so ist 
Qz n PSL(2, p) = gH. Aus Q: = Q+.) folgt nun q( gH) = g”lH. Wegen 
u1 # 1 ist also 01 # 1. 01 ist also ein Automorphismus der Ordnung zwei 
von PSL(2,p), der jedes Element in der Untergruppe H in Ruhe 1aBt. 
Bekanntlich [5] ist aber Auto(PSL(2, p)) e PGL(2, p), die projektive 
lineare Gruppe in einer Unbestimmten tiber dem K&per mit p Elementen. 
In PGL(2,p) ist der Zentralisator eines Elements der Ordnung zwei 
entweder abelsch oder eine Diedergruppe (vgl. etwa [12, S. 38-391) und 
enthalt insbesondere keine zu S, isomorphe Untergruppe. Widerspruch. 
Es ist damit in der Tat A(G,) = PSL(2,p), so da13 G, ein 4-regularer 
eckenprimitiver Graph ist. 
Seien jetzt G, = G, und G, zwei 4-regulare Graphen mit A(G,) cz 
PSL(2, p), ki = {xi , yi} eine Kante von Gi , Hi der Stabilisator der Ecke xi 
und Mi = H& = {u E A(G,) 1 u(xJ = xi, u(yJ = yi> (i = 1, 2). Da die 
Untergruppen von PSL(2, p), die zu S, isomorph sind, als Untergruppen 
von PGL(2, p) alle zueinander konjugiert sind [2, Abschnitt 2461, gibt es 
einen Isomorphismus ar: A(G,) -+ A(G,) mit Hl= = H, und, da die Unter- 
gruppen der Ordnung acht in H2 alle zueinander konjugiert sind, sogar 
M1~ = M, . 01 induziert damit eine Bijektion B: E(G,) + E(G,), indem wir 
die Eckenmenge von Gi mit der Menge der Linksnebenklassen von Hi 
identifizieren. Es gibt nun ein Element ci der Ordnung acht mit M: = iVfi 
und &” E Hi (vgl. Tabelle II); zwei Ecken giHi und g,‘Hi E E(G,) sind 
genau dann verbunden, wenn Hi gilgi’Hi = H,& ist (i = 1, 2). Da der 
Normalisator von M, Diedergruppe ist [2, Abschnitte 242-2431, folgt aus 
l2 und La E WM,) ja La = 52m, wobei m ungerade ist. Wegen 522 E H2 ist 
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dann H2{2mHZ = H&H, und also (HI&HI)0 = H&,HZ, so da8 ~9 einen 
Isomorphismus von Graphen liefert. Der Graph G, ist also eindeutig 
bestimmt. 
Wir haben also gezeigt: 
SAT2 6.2. Es existiert fiir jede Primzahl p mit p = fl (mod 16) 
genau ein 4-reguliirer Graph G, mit A(G,) s PSL(2, p). Es ist q,(G,) = 
p(p2 - 1)/48. G, ist eckenprimitiv. 
Da eine Untergruppe der Ordnung 16 von PSL(2, p) mit p = &I 
(mod 16) in einer maximalen Untergruppe der Ordnung p F 1 enthalten 
ist [3, S. 2131, ist G1, kantenprimitiv und die anderen G, nicht kanten- 
primitiv. 
Damit ist der Beweis zum Satz 6.1 zu Ende. 
SATZ 6.3. Der einzige 4-reguhfire kantenprimitive paare Graph ist der 
6-KiiJig. 
Beweis. Wir zeigen zunachst y < 8. Wir haben schon gezeigt, 
daD es entweder ein Element f = (12)(36)(45)(ah)(bg)(ce)(df) oder 
5 = (12)(36)(45)(agbh)(cfde) in A(G) gibt; wir nehmen zunachst die erste 
Mijglichkeit an. Es gibt nun ein Element 0, das den 4-Weg (a, 3, 1, 2, 6) in 
den 4-Weg (3, 1,2, 6, h) iiberfiihrt. Wegen B??(a, 3, 1, 2, 6) = (a, 3, 1, 2, 6) 
ist 8’ = e-1, so da8 (0, & die Diedergruppe des Kreises K = 
(1, f?(l), e2(l),...) der Lange I ist. Da G paarer Graph ist, ist I eine gerade 
Zahl. Das Element &9 ist also eine Spiegelung des Kreises K urn die durch 
die Ecke 1 und die auf K gegeniiberliegende Ecke x laufende Achse. Da 
(0 E HI die Ordnung zwei hat, ist .$9 zu uk konjugiert und damit d( 1, x) < 3. 
Wie im Beweis zum Satz 4.2 folgt jetzt y < 8. 
Sei nun .f = (12)(36)(45)(agbh)(cfde). Es ist dann entweder 5” = ok oder 
5” = ok fur jedes Element 5 E H&, so da13 die Elemente in H,,f nur die 
eine Kante k drehen. Es gibt in A(G) also insgesamt 8ol,(G) = 24n ver- 
schiedene Elemente rl , 5, ,..., 5,, , die eine Kante drehen. Wegen 
o(HJ = 24 gibt es fiir eine gegebene Ecke y hiichstens 24[i mit ti(l) = y. 
Wir folgern jetzt, da13 es genau 24 Elemente ti mit fi(l) = 2 und deshalb 
mindestens ein Element Ei mit ti(l) = 2 und ti(2) # 1 gibt. Wegen 
fis = 1 ist dann y < 8. 
Da G paar ist, ist y # 7. Aus y < 6 folgt, da8 G der 6-Kafig ist (Satz 1.5). 
Wir nehmen also y = 8 an, Es sei wieder R, = {x E E(G) I d(l, x) = m}; 
eine Ecke x E R, habe Typ (a,, b, , cJ, wenn I T(x) n &+1 I = a,, 
] T(X) n R, ] = b, und 1 T(X) n &+, 1 = c, sind. Wegen y = 8 ist 
j R, [ = 3, ( R2 [ = 6 und 1 R, 1 = 12. Wegen 4-Regularitat ist (a,, b, , c,) = 
(a,, b, , c*) und a, > 2 fur alle X, y E R, . 1st a% = 3, so ist I R, I = 8 und 
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a,(G) = 30; damit ist aber G der 8-KBfig und also nicht 4-regulgr 
(Satz 1.5). 1st a, = 2 und b, = 1, so ist 1 R4 1 = 12, c+,(G) = 34 und 
y1 = 17, in Widerspruch zu n 3 3 (mod 4). Es ist also a, = 2, b, = 0, 
c, = 1 und 1 R, 1 = 12. Wegen 4-Regularitgt liegen je zwei Ecken x und y 
mit d(x, y) < 4 auf einem Kreis der Lgnge acht. Es ist also a, 3 2 fiir jede 
Ecke x E R, mit m > 4. Es folgt 4 < 1 R, 1 < 6, / R, I < 3, 1 R, / < 1 
und I R, 1 = 0; damit ist 38 < q,(G) < 44. Wegen 12 = 3 (mod 4) 
kommt nur II = 19 in Frage. 1st n = 19, so ist o(A) = 3 * 16 * 19; wegen 
Sylows S%tze enthglt A einen Normalteiler N der Ordnung 19. Wegen 
I K(G)1 = 57 operiert die Untergruppe Nintransitiv auf der Kantenmenge, 
in Widerspruch zur Kantenprimitivitlt. 
Damit ist der Satz 6.3 bewiesen. 
7. DER FALL s = 5 
SATZ 7.1. Ist G 5-reguliir und kantenprimitiv, so ist G ein paarer Graph. 
Beweis. Dieses Ma1 ist o(A) = 96n. Es gibt nun ein Element q , das 
den 5-Weg (a, 3, 1, 2, 6, h) in den 5-Weg (a, 3, 1, 2, 6, g) iiberfiihrt. Es ist 
a,(e) = f, da sonst q(e, 5, 2, 1, 3, a) = (e, 5, 2, 1, 3, a) w%re. Dann ist 
entweder o, = (gh)(ef)(cd) oder q = (gh)(ef). Sei zungchst q = 
(gh)(ef)(cd). Es gibt ein Element /3 bzw. [, das (a, 3, 1, 4, d) in (d, 4, 1, 3, a) 
bzw. (a, 3, 1,2, 6, h) in (h, 6,2, 1, 3, a) iiberfiihrt. Damit sind /? = 
(34)(ud)(bc) . . . und entweder 5 = (ah)(bg)(36)(12)(45)(ed)(cf) oder 5 = 
(ah)(bg)(36)(12)(45)(ec)(df). Auf jeden Fall ist 01 = ul(uluB)~ = (cd) # 1 
aber ol(a, 3, 1, 2, 6, h) = (a, 3, 1, 2, 6, h), ein Widerspruch. Es folgt also 
ul = (gh)(ef). Sei u2 = ulc = (ab)(cd). Da u1 keinen 5-Weg in Ruhe 
IgIJt, ist u,(x) j; x fiir jede Ecke x mit d(1, x) = 3. Sei 19 ein beliebiges 
Element mit e(l) = 5; es ist dann entweder ulo = (gh)(34)(uc)(bd) oder 
u1 e = (gh)(34)(ud)(bc). Wegen (gh)(34)(uc)(bd) u2 = ( gh)(34)(ud)(bc) sind 
beide Elemente in A(G) vorhanden. Indem wir evtl. die Eckennamen a 
und b vertauschen, kijnnen wir u1 = (gh)(34)(ac)(bd) annehmen. Wir 
weisen darauf hin, dal3 u, das einzige Element mit u1 # 1 und ul(x) = x 
fiir jede Ecke x mit d(1, x) < 2 ist; dadurch ist (TV der Ecke 1 zugeordnet. 
Sei deswegen u5 = qe. Analog existiert u3 = (56)(eg)(fh)(cd). Da die 
Elemente a, , u2 , a3 , und ug eine Untergruppe der Ordnung 16 erzeugen 
(vgl. Tabelle 7.1), ist H1 = <a1 , u2 , u3 , u5 , v), wobei 9) ein Element der 
Ordnung drei ist. 
Sei u’k = u1u2 = (ub)(cd)(ef)(gh). u& ist das einzige Element mit ok # 1, 
u,(x) = x ffir jede Ecke x E R,(k) und uk(x) # x fiir jede Ecke x E R,(k); 
wegen Kantenprimitivitgt sind die Elemente uk, , uk verschieden fiir 2 
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verschiedene Kanten k1 # k, . H,’ = {u I u( 1) = 1, u(2) = 2) enthalt uk’ 
bzw. ul’ fur die fiinf Kanten k’ mit d(k, k’) = 0 bzw. fur die sechs Ecken 1’ 
mit d(k, 1’) < 1. Diese 11 Elemente sind die einzigen Elemente der 
Ordnung zwei in Hk’ (vgl. Tabelle III). Folglich sind die Elemente der 
Ordmmg zwei in HI zu u, oder uk konjugiert. 
TABELLE III. Hk’ 
(1) (56)(abXeg)(fh) 
o2 = (ab)(cd) WXefW)@c) 
u1 = (efX&) (56XabXehW 
0, = bWcdW)kh) WOW) 
us = WWlXegXfh) (34)(56)(acbd)(egfh) 
WWW@f) 03va = (34)(56)(adbc)(ehfg) 
G6Xcd)WXfd WM6XacbdXehfg) 
us = WWXbd)(gh) WM6XadWWW 
Da es genau 3n verschiedene Elemente ukl , ulcz ,... und hochstens 2n 
verschiedene Elemente u1 , u2 ,... gibt, ist uk = ul’ fur keine Ecke 1’. Aus 
(Tk E HI* folgt also uK = Us’ fur eine Kante k’ mit d(k’, 1’) < 1. Aus 




a+b = u2u5 = (34)(56)(udbc)(egfh) 
$ = a2u,u, = (34)(56)(ucbd)(egfh), 
damit #” = ok = p ist. Als Eckenpermutation sind also # und $ beide 
Produkt von zwei Transpositionen und (2n - 6)/4 = (n - 3)/2 4-Zykeln. 
1st x die entsprechende Charakter, so ist x(#) E 2 + (n - 3)/2 = ~(4) 
(mod 2). Wegen a, = #$ ist u1 also eine gerade Eckenpermutation. Da 
u2, a, und u5 zu u1 konjugiert sind und zusammen mit u1 und v die 
Gruppe HI erzeugen, besteht HI aus lauter geraden Permutationen. 
Insbesondere ist # gerade, so da13 n = 3 (mod 4) ist. 
Sei nun 5 = [ul . Dann ist entweder 5 = (12)(36)(45)(uhbg)(cfde) oder 
5 = (12)(36)(45)(&g)(cedf). Auf jeden Fall ist ok = 5”; als Eckenpermu- 
tation ist 5 also Produkt von drei Transpositionen und (2n - 6)/4 = 
(n - 3)/2 4-Zykeln. Wegen n = 3 (mod 4) ist 5 eine ungerade Ecken- 
permutation. Durch den tiblichen Schlul3 ist der Satz damit bewiesen. 
SATZ 7.2. Der einzige 5-reguliire kuntenprimitive Graph ist der 8-K&jig. 
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Beweis. Es geniigt, y(G) < 8 zu zeigen (Satz 1.5). Wir haben im 
Beweis zum Satz 7.1 das Element [ gefunden, wobei entweder 
f = (12)(36)(45)(ah)(bg)(cf)(de) 
oder 
5 = (12>(36)(45)(ah)(bg>(ce>(df) 
ist. Wir nennen nun die Ecken A, B E T(u) und 0, P E T(h), damit c 
die Ecken A und 0 bzw. B und P vertauscht. Es gibt zwei Elemente 
19, = (a, 3, 1, 2, 6, h, 0 ,...) une 19, = (a, 3, 1, 2, 6, h, P ,... ). 1st e;‘(u) = B, 
so ist 19,~ = (P, h, 6, 2, 1, 3, a, A ,... ). Das Element 0,%9, I%& also den 
4-Weg (a, 3, 1, 2, 6) in Ruhe; es folgt 0,@, = q (vgl. Tabelle III). Die 
Gleichung tilV1 = a, laf3t sich aber als (&9Jz = 0, umschreiben, wobei 
&9, E If1 ist. Wegen &$(4) = 4 ist sogar 4‘4 E H;, fi.ir k, = { 1, 4); da .$9, 
Ordnung vier hat, ist aber (&Qz = uKO (vgl. Tabelle III). Widerspruch. 
Es ist also e;‘(a) = A und damit &l(a) = B, da @!Q1 sonst den 5-Weg 
(a, 3, 1, 2, 6, h) in Ruhe 1813t. Da das Element 0,V, den 5-Weg 
(a, 3, 1, 2, 6, h) in Ruhe IXU, ist Bit = 8F1 und damit (ei , 5) die Dieder- 
gruppe des entsprechenden Kreises Ki von gerader LBnge (i = 1,2). <Bi 
spiegelt dann den Kreis & urn die durch die Ecke 1 und die auf Ki gegen- 
iiberliegende Ecke xi laufende Achse (i = 1,2). 
Gleichfalls gibt es nun Elemente 8, und e4 mit e,(b, 3, 1, 2, 6) = 
(3, 1, 2, 6, g) und Bit = &-I, SO da13 &Vi den Kreis Ki = (1, e,(l), @(I),. ..) 
urn die durch die Ecke 1 und die auf Ki gegeniiberliegende Ecke laufende 
Achse spiegelt (i = 3, 4). Wegen [ei E H1 und (@i)2 = 1 murk [ei zu o1 
oder (Tk konjugiert sein (1 < i ,( 4). Da [ei die Ecken 2 und 3 vertauscht, 
ist entweder &ei = u’i mit j = c oder d oder [Bi = uk’ mit k’ = (4, c} 
oder k’ = (4, d} (1 < i < 4). Da die Elemente (0, ,... , &9, verschieden 
voneinander sind, ist gewil3 eins davon, etwa & , gleich uk’ mit k’ = (4, c} 
und also zu ok konjugiert. Da ok nur die sechs Ecken 1, 2,..., 6 in Ruhe 
l%Dt und .&3,(x,) = x1 ist, ist d(l, xl) < 3. y(G) < 8 folgt wie zuvor. 
Der Satz 7.2 und damit such der Hauptsatz sind jetzt vollsttindig 
bewiesen. 
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